


















åãóëÿðíûå è âïîëíå ðåãóëÿðíûå
äèåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû
Å. À. Øèðÿåâ, À. À. Øêàëèêîâ
1. åãóëÿðíûå îïåðàòîðû. Â ðàáîòå [4℄ Áèðêãî âûäåëèë êëàññ îáûê-
íîâåííûõ äèåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷èë îöåíêè ÿäåð
ðèíà è äîêàçàë òåîðåìó î ðàçëîæåíèè ïî ñîáñòâåííûì óíêöèÿì. Îïåðàòîðû
èç ýòîãî êëàññà îí íàçâàë ðåãóëÿðíûìè. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå Áèðêãîà â
óïðîùåííîé îðìå.
Ïóñòü L  îïåðàòîð, ïîðîæäåííûé äèåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì
(1) l(y) = (−i)ny(n)(x) + p2(x)y
(n−2) + · · ·+ pn(x)y,






(s)(0) + bj, sy
(s)(1)
)
= 0, j = 1, . . . , n.
Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êîýèöèåíòû pj(x), j = 1, . . . , n,  ñóììèðóåìûå êîìïëåêñ-
íûå óíêöèè íà îòðåçêå [0, 1]. Ñ÷èòàåì, ÷òî L äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1)
è îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì L(y) = l(y) íà îáëàñòè
D(L) = {y | y(s) ∈ AC[0, 1], s = 0, 1, . . . , n−1, l(y) ∈ L2, Uj(y) = 0, j = 1, . . . , n}.
Çäåñü AC[0, 1]  ïðîñòðàíñòâî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ óíêöèé.









(s)(0) + bj, sy
(s)(1)
)
= 0, j = 1, . . . , n.
×èñëî kj (j = 1, . . . , n, 0 6 kj 6 n − 1) íàçîâåì ïîðÿäêîì êðàåâîãî óñëîâèÿ,
à ÷èñëî κ = k1 + . . . + kn  ñóììàðíûì ïîðÿäêîì. Çàìåíèì êðàåâûå óñëîâèÿ
èõ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè, ïðè êîòîðûõ ñóììàðíûé ïîðÿäîê íàèìåíüøèé.
Ñ÷èòàåì, ÷òî ïîëó÷èâøèåñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä (3), ïðè÷åì íóìåðàöèÿ
òàêîâà, ÷òî n− 1 > k1 > k2 > . . . > kn > 0. Òîãäà ñòàðøèå ëèíåéíûå îðìû
U0j (y) = ajy
(kj)(0) + bjy
(kj)(1), j = 1, . . . , n,
òàêæå ëèíåéíî íåçàâèñèìû (èíà÷å ñóììàðíûé ïîðÿäîê ìîæíî ïîíèçèòü), ÷òî
âëå÷åò kj > kj+2, ajbj 6= 0.
àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå îññèéñêîãî îíäà óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé,
ãðàíò  04-01-00712 è ïðîãðàììû ¾Âåäóùèå íàó÷íûå øêîëû¿, ãðàíò  ÍØ-5247.2006.1.
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Îïðåäåëåíèå. Ïðè ÷åòíîì n = 2m îïåðàòîð L íàçîâåì ðåãóëÿðíûì ïî Áèðê-











m+1 . . . b1ε
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n
· · · · · · ·
anε
kn










ãäå εk = exp(2pi(k− 1)i/n), k = 1, . . . , n,  êîðíè n-é ñòåïåíè èç 1. Ïðè íå÷åò-
íîì n = 2m− 1 òðåáóåì, ÷òîáû ïîìèìî ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ áûë òàêæå îò-
ëè÷åí îò íóëÿ îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷àþùèéñÿ çàìåíîé â m−îì ñòîëáöå ÷èñåë
aj íà bj.
Ïðè n = 2m ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîãî [4℄, [9℄,
ãäå òðåáóåòñÿ îòëè÷èå îò íóëÿ åùå îäíîãî ÷èñëà, íî íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
âòîðîå ÷èñëî ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íóëü òîëüêî îäíîâðåìåííî ñ ïðèâåäåííûì
çäåñü ïåðâûì ÷èñëîì. Êîýèöèåíòû pj(x) äèåðåíöèàëüíîãî âûðàæåíèÿ è
ìëàäøèå ÷ëåíû â êðàåâûõ óñëîâèÿõ íå ó÷àñòâóþò â îïðåäåëåíèè ðåãóëÿðíîñòè;
L ðåãóëÿðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðåãóëÿðåí îïåðàòîð L0(y) = (−i)
ny(n),
ïîðîæäåííûé êðàåâûìè óñëîâèÿìè U0j (y) = 0, j = 1, . . . , n.
Îïðåäåëåíèå ðåãóëÿðíîñòè ïåðåíîñèòñÿ íà ñóùåñòâåííî áîëåå îáùèå êëàññû
êðàåâûõ çàäà÷ ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì. Äëÿ îáûêíîâåííûõ äèåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì ýòî ñäåëàíî â [14℄, [12℄, [7℄, à òåîðèÿ ðåãóëÿðíûõ
çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïîñòðîåíà â ðàáîòàõ [6℄, [1℄,
[2℄. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ îáûêíîâåííûõ äèåðåíöèàëüíûõ îïåðàòî-
ðîâ ïîðÿäêà 2m â ñëó÷àå ðàñïàäàþùèõñÿ êðàåâûõ óñëîâèé ìîæíî îïðåäåëèòü
ðåãóëÿðíîñòü ïî Ëîïàòèíñêîìó è îíî áóäåò ýêâèâàëåíòíûì ðåãóëÿðíîñòè ïî
Áèðêãîó (ñì. [13,  9℄).
Äëÿ îðìóëèðîâêè îñíîâíîé òåîðåìû î ðåãóëÿðíûõ îïåðàòîðàõ óäîáíî ââå-
ñòè äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ëó÷è arg ρ = ±(pi/2n + arg(iεk)) â êîìïëåêñ-
íîé ρ−ïëîñêîñòè íàçîâåì êðèòè÷åñêèìè. Èõ ÷èñëî ðàâíî n è 2n â ÷åòíîì è
íå÷åòíîì ñëó÷àÿõ, ñîîòâåòñòâåííî. Âûðåæåì èç ρ-ïëîñêîñòè îòêðûòûå ñåêòî-
ðû ðàñòâîðà ε < pi/(2n), áèññåêòðèñàìè êîòîðûõ ñëóæàò êðèòè÷åñêèå ëó÷è, à
îñòàâøèåñÿ n èëè 2n çàìêíóòûõ ñåêòîðîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω(ε).
Åñëè ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî îïåðàòîðà L íåïóñòî, òî èç êîìïàêòíîñòè
âëîæåíèÿ D(L) ⊂ L2(0, 1) (ìû ñíàáæàåì D(L) íîðìîé ãðàèêà îïåðàòîðà L,
òîãäàD(L) ñòàíîâèòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì) ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòð L äèñ-
êðåòíûé, ò.å. ñîñòîèò èç èçîëèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé {λk}
∞
1 êîíå÷íîé
àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρk, j, k = 1, . . . , n, êîðíè óðàâíåíèÿ
λj = ρ
n
, ÷åðåç Bk, j(δ)  êðóãè ðàäèóñà δ â ρ-ïëîñêîñòè ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ
ρk, j , è ÷åðåç B(δ)  îáúåäèíåíèå âñåõ òàêèõ êðóãîâ ïî îáîèì èíäåêñàì k è j.





ãäå G(x, ξ, ρ)  ÿäðî ðèíà. Òåïåðü ñîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 1. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.
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1) Îïåðàòîð L ðåãóëÿðåí ïî Áèðêãîó;
2) ïðè ëþáîì δ > 0 âñÿêèé íåêðèòè÷åñêèé ëó÷, âûõîäÿùèé èç íóëÿ, àñèìïòî-
òè÷åñêè íå ïåðåñåêàåò ìíîæåñòâî C\B(δ), è äëÿ âñåõ x, ξ ∈ [0, 1] è ρ ∈ C\B(δ)
äëÿ óíêöèè ðèíà ñïðàâåäëèâà îöåíêà
(4) |G(x, ξ, ρ)| 6M |ρ|−n+1,
ãäå ïîñòîÿííàÿ M = M(δ) íå çàâèñèò îò x, ξ, ρ;
3) íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {ρk} â îäíîì èç ñåêòîðîâ ìíîæåñòâà
Ω(ε) (â ñëó÷àå íå÷åòíîãî n  äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â äâóõ ñîñåäíèõ ñåêòîðàõ
ýòîãî ìíîæåñòâà), òàêàÿ, ÷òî ρk →∞ è îöåíêà (4) âûïîëíåíà ïðè ρ = ρk;
4) ïðè ëþáîì ε > 0 â îáëàñòè Ω(ε) âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà
(5) ‖(L− ρn)−1‖ 6 M |ρ|−n, |ρ| > |ρ0|,
ãäå ïîñòîÿííàÿ M = M(ε, ρ0) íå çàâèñèò îò ρ, à ‖ · ‖ îçíà÷àåò íîðìó â L2;
5) íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {ρk} â îäíîì èç ñåêòîðîâ ìíîæåñòâà
Ω(ε) (â ñëó÷àå íå÷åòíîãî n  äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â äâóõ ñîñåäíèõ ñåêòîðàõ
ýòîãî ìíîæåñòâà), òàêàÿ, ÷òî ρk →∞ è îöåíêà (5) âûïîëíåíà ïðè ρ = ρk;
6) ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ óíêöèé îïåðàòîðà L îáðàçóåò áåç-
óñëîâíûé áàçèñ ñî ñêîáêàìè â ïðîñòðàíñòâå L2, ïðè÷åì â ñêîáêè îáúåäèíÿþòñÿ
íå áîëåå äâóõ ñîáñòâåííûõ óíêöèé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèÿ 1) ⇒ 2) äîêàçàíà Áèðêãîîì [4℄. Ôîð-
ìàëüíî â [4℄ (ñì. òàêæå [9℄) îöåíêà (4) äîêàçàíà íà íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè êîíòóðîâ, óõîäÿùèõ íà áåñêîíå÷íîñòü. Îäíàêî ïðè óñëîâèè ðåãóëÿðíîñòè,
îöåíêó ñíèçó õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ (ãîëîìîðíîé óíêöèè, íóëè
êîòîðîé ñîâïàäàþò ñ ÷èñëàìè ρk, j) ëåãêî ïðîâåñòè âíå ìíîæåñòâà B(ρ). Òîãäà
îöåíêà (4) ïîëó÷àåòñÿ ïðè âñåõ ρ ∈ C\B(ρ). Èìïëèêàöèÿ 1) ⇒ 4), äîêàçàíà
Áåíçèíãåðîì [3℄. Èìïëèêàöèè 2) ⇒ 3) è 4) ⇒ 5) òðèâèàëüíû, à 5) ⇒ 1) äî-
êàçàíà Ìèíêèíûì â åãî íåäàâíåé ðàáîòå [8℄. Èìïëèêàöèÿ 1) ⇒ 6) äîêàçàíà
Øêàëèêîâûì [11℄ (òàì æå ñì. ññûëêè íà ïðåäøåñòâóþùèå ðàáîòû Í. Äàíîð-
äà è Äæ. Øâàðöà, . Ì. Êåñåëüìàíà è Â. Ï. Ìèõàéëîâà íà ýòó òåìó). Îñòàåòñÿ
äîêàçàòü 4) ⇒ 1) è 6) ⇒ 1). Äîêàçàòåëüñòâà îáåèõ ýòèõ èìïëèêàöèé íåòðèâè-
àëüíû, â íèõ ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû è ïðèåìû íåäàâíåé ðàáîòû
Ìèíêèíà [8℄. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå áóäåò äàíî â äðóãîé ðàáîòå, çäåñü îòìåòèì
òîëüêî îäèí âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò, èãðàþùèé âàæíóþ ðîëü.
Ëåììà. Ïóñòü {αk}
∞






αkρjx(1 + ϕk, j(x)),
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ãäå ck, j  ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî |c1, j | + . . . + |cn, j | 6= 0, à ‖ϕk, j‖
2 =
o(|ρj|
−1) ïðè |ρj | → ∞. Íàçîâåì êðèòè÷åñêèìè ëó÷è, àðãóìåíòû êîòîðûõ ðàâ-
íû ±pi/2 + argαk. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ρj}
∞
1 , çàíóìåðîâàííóþ â ïîðÿäêå âîç-
ðàñòàíèÿ ìîäóëåé, íàçîâåì ðåäêîé, åñëè íàéäåòñÿ öåëîå ÷èñëî l, òàêîå, ÷òî
|ρj+l/ρj | > 2 ïðè âñåõ j > 1.
Ïóñòü ñèñòåìà {ψj(x)}
∞
1 îáðàçóåò áàçèñ èññà ñî ñêîáêàìè â çàìûêàíèè
ñâîåé ëèíåéíîé îáîëî÷êè â ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1), ïðè÷åì â ñêîáêè çàêëþ÷à-
þòñÿ íå áîëåå èêñèðîâàííîãî ÷èñëà N óíêöèé. Òîãäà â êàæäîì çàìêíóòîì
ñåêòîðå, íå ñîäåðæàùåì êðèòè÷åñêèå ëó÷è, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ρj} ÿâëÿåò-
ñÿ ðåäêîé.

2. Âïîëíå ðåãóëÿðíûå îïåðàòîðû. Çäåñü áóäåì ðàññìàòðèâàòü äèåðåí-





















ãäå pm(x) = 1, r0(x) = 0. ×òîáû íå îñëîæíÿòü ñóùåñòâî äåëà, ïðåäïîëîæèì, ÷òî
êîýèöèåíòû pk(x), qk(x), rk(x) òàêîâû, ÷òî ïîñëå ðàñêðûòèÿ ïðîèçâîäíûõ
äèåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (1). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî,
÷òîáû pk(x), rk(x) ∈ W
k





y[k] = y(k), k = 0, . . . , m− 1, y[m] = y(m) − rmy
(m−1),








k = 1, . . . , m.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè èêñèðîâàííîì x óíêöèîíàë y[k](x) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé óíêöèîíàëîâ y(s)(x), s = 0, . . . , k, è íàîáîðîò. Ïîýòîìó êðàåâûå
óñëîâèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
(8) By∧ + Cy∨ = 0,









y[2m−1](0), y[2m−2](0), . . . , y[m](0), −y[2m−1](1), −y[2m−2](1), . . . ,−y[m](1)
)t
,
ãäå âåðõíèé èíäåêñ t îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå.
Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð L, ïîðîæäåííûé äèåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì
(6) è êðàåâûìè óñëîâèÿìè (8), íàçîâåì âïîëíå ðåãóëÿðíûì, åñëè âûïîëíåíî
óñëîâèå B−1(imC) = C2m ⊖ kerC, ãäå B−1 ïîíèìàåòñÿ êàê âçÿòèå ïîëíîãî ïðî-
îáðàçà îò imC ïðè îòîáðàæåíèè B.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü îïåðàòîð L çàäàí âûðàæåíèåì (6) è êðàåâûìè óñëîâèÿìè
(8). Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû .
1) Îïåðàòîð L ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðåãóëÿðíûì.
2) ×èñëîâîé îáðàç îïåðàòîðà L íå ñîâïàäàåò ñî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ.
3) ×èñëîâîé îáðàç îïåðàòîðà L ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ïîëóïëîñêîñòè â C.






(k), y(k))L2 + (qky
(k), y(k−1))L2 − (rky
(k−1), y(k))L2
]
+ (Ay∧, y∧)C2m .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé 2) è 3) ñëåäóåò èç ñâîé-
ñòâà âûïóêëîñòè ÷èñëîâîãî îáðàçà.
Èìïëèêàöèÿ 1)⇒4) äëÿ ñëó÷àÿ qk = rk ≡ 0 äîêàçàíà â ðàáîòå [15℄. Â îáùåì
ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãè÷íî. ×òîáû ïîêàçàòü ñïðàâåä-
ëèâîñòü îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.
Ëåììà. Ïóñòü ìàòðèöà A òàêîâà, ÷òî äëÿ âñåõ x, y1, y2 ∈ C
2m
ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî (y2, x)C2m = (Ay1, x)C2m, åñëè x ∈ B
−1(imC) è By1 + Cy2 = 0. Òîãäà
îïåðàòîð L âïîëíå ðåãóëÿðåí.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî B−1(imC) ⊥ kerC. Ïóñòü âåêòî-
ðû y1 è y2 òàêîâû ÷òî By1 + Cy2 = 0. Òîãäà y1 ∈ B
−1(imC) è (y2, y1)C2m =
(Ay1, y1)C2m . Ïîñêîëüêó By1 + C(y2 + v) = 0 äëÿ ëþáîãî v ∈ kerC, òî (y2 +
v, y1)C2m = (Ay1, y1)C2m . Ïîýòîìó (v, y1)C2m = 0, ò.å. B
−1(imC) ⊥ kerC.
àâåíñòâî B−1(imC) = C2m ⊖ kerC ñëåäóåò òåïåðü èç òîãî, ÷òî êðàåâûå
óñëîâèÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìû. 
Äîêàçàòåëüñòâî èìïëèêàöèè 4)⇒3) ñëåäóåò èç êîìïàêòíîñòè âëîæåíèé
W r2 ⊂ W
m
2 ïðè r 6 m − 1 è êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðîâ ñëåäà T0y = y
(r)(0) è
T1y = y
(r)(1) êàê îïåðàòîðîâ èç Wm2 â C. Äîêàçàòåëüñòâî îáðàòíîé èìïëèêàöèè
áîëåå ñëîæíî è çäåñü ìû åãî íå ïðèâîäèì. Â íåì èñïîëüçóåòñÿ ïðèåì èç ðàáîòû
[10℄. 
Çàìå÷àíèå. Âñÿêèé âïîëíå ðåãóëÿðíûé îïåðàòîð ðåãóëÿðåí. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè L âïîëíå ðåãóëÿðåí, òî åãî ÷èñëîâîé îáðàç ëåæèò â íåêîòîðîé ïîëóïëîñ-
êîñòè, à ïîòîìó íàéäåòñÿ ñåêòîð â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, â êîòîðîì ðå-
çîëüâåíòà (L− ρm)−1 èìååò îöåíêó (5). Òîãäà ïî òåîðåìå 1 îïåðàòîð L ðåãó-
ëÿðåí. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. Ýòî ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð.
Ïðèìåð. Ïóñòü Ly = y(4), à êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

−y′′′(0) + y′′(0) + y(0) = 0




Ïðîñòàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî L ðåãóëÿðåí, íî íå âïîëíå ðåãóëÿðåí.
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